Series de Laurent

Las series de Laurent son una forma de descomposiciéon que se puede llevar
a cabo en cualquier funcién que incluso no sea analitica en un conjunto finito
de punto. Las series de Laurent contienen coeficientes que serdn utilizados para
la evaluacién de integrales de una manera muy sencilla. Vamos a iniciar con el
teorema de las series de Laurent.

Teorema 1 (Series de Laurent) Sean vy, y 2 dos trayectorias circulares con-
centricas, con centro en zg. Sea z' un punto en vy o y2, tal que =7r; 0
|2/ — 20| =12, con g < 11. f(2) es analitica sobre v1 y v2 y en la region entre
ellas, como se muestra en la figura 1. Entonces f(z) puede representarse como
una serie de potencias de orden positivo y negativo como

Figure 1: Trayectoria de integracion utilizada en el teorema de series de Laurent.

f(z) = Z Z*ZonJrZ == 20)
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Notacion 2 A estas series se les llama series de Laurent.
Dem. 3 La integral de Cauchy de f(z) es

1 f(z)dz' 1 f(z)dz'
f(Z)_% " 2=z _%/m

2 —z

ya que dentro de esta trayectoria, f(z) es analitica. Si como en el teorema de
Taylor usamos la descomposicion de pero ahora en cada integral, obtenemos

N = 1 N 1 z— 20 (22"t (2 — 2z0)"
f2) = 5m [ JE (omt oy Tt T )
7L Ndz' 1 ' — 2z o (Z/ — Zo)n71 (Z/ — zo)n
27 /vz F()d (Z—ZQ + (z — 20)? T (z — z)" + (z—zo)"(z—z’)>

donde, de la misma forma que en el teorema de Taylor, el residuo

) / IEha :

2mi (2 — z0)™ (2 — 2)

tiende a cero para n — co. Sdlo nos falta ver el sequndo residuo dado por

1 Ndz' (Z/ - Zo)n

27 (z — 20)" v

pero por el mismo arqumento que para el primer residuo, se puede ver que
también tiede a cero para cuando n tiende a infinito. Por lo que se sigue el
teorema.

O

Ejercicio 4 Demuestre que el residuo de la serie
n

1 f(Z/)dZ/ (Z/_ZO)

2mi (2 — 20)™ Jy, (z—2')
tiende a cero para n — oo

Para familiarizarnos con las series de Laurent, en lo que sigue vamos a dar
algunos casos particulares de ellas asi como algunas aplicaciones y ejemplos. Las
series de Laurent son muy generales, de hecho contienen a las de Taylor. Vamos
a iniciar con una proposicién diciendo justamente esto.

Proposicion 5 Si la funcion f es analitica dentro y fuera de una curva
|z — 20| = ro, su serie de Laurent se reduce a

f(2) =Y an(z—20)"
n=0

y converge a f(z) para todos los puntos interiores de la circunferencia |z — zo| =
Tro-



Es claro que esta serie es la serie de Taylor de f(z) en potencias de (z — 2p).

Dem. 6 Si f es analitica dentro del circulo |z — zo| = 7o, se sigue que b, =0
en la serie de Laurent, para todo n. La serie se vuelve un desarrollo en serie
para [ totalmente andlogo como en el caso del teorema de Taylor.

O

Veamos algunos ejemplos representativos.

Ejemplo 7 Tomemos la funcion

1

f(Z)Zm

Esta funcion es singular para z = 0 y z = +1. Primero vamos a encontrar su
serie de Laurent dentro de una trayectoria cerrada con |z| < 1. Para este caso,
podemos expander el término 1/(1+ 22) en series como sigue

1 1
1
:—(1—z2+z4—26+---)
z
1 oo
== —1)nz2nt 0<]z] <1
~ (-1 para (0 < 2| < 1)

Il
-

n

Sin embargo, si ahora tomamos la region |z| > 1 esta expansion ya no es vdlida.
Lo que se acostumbra entonces es buscar que se cumplan las condiciones para
que la expanson pueda realizarse. Para esto hagamos lo siguiente, si |z| > 1,
esto implica que |1/z| < 1, asi que hagamos la expansion usando este hecho.
Por ejemplo, podemos hacer

oo

1 1 = n —2n n 1
f(z):z31+z :—32:: :nz::O(—l) Zans bara |z| > 1

ya que ‘1/22| < 1. Asi, la expresion en series de la funcion depende de la region
en donde queremos obtener la serie.

Ejemplo 8 Vamos a buscar la serie de Laurent de la funcion
1
e

dentro de la esfera 0 < |z — 1| < 2. Para hacer esto utilizaremos la férmula de
las series de Laurent en su forma intergral. Los coeficientes de la serie estan



dados por:

1 = z/2)2dz
= %/%( Tyt
1 dz'
2mi ), (2 = 1) 3 (1 + 2/)2

B 1 dn+2 |: 1 ]

(n+2)! dznt2 |[(142)2]],_,
B 1 (—=1)"(n + 3)!
(42 ()|

-)"(n+3
NS

donde 1 es una trayectoria alrededor de z =1, y hemos usado la formula (?77)
para las derivadas de la integral de Cauchy. De una manera semjante, vamos a
evaluar la integral para los coeficientes b, tenemos:

1 N dz'
T o), @wonoearepE TRET
Paran = 1,2, el resultado es el mismo que para a,, pero conn = —2,—1. Para

n > 3, la funcion interior de la integral es analitica en z = 1 y la integral es
cero. Entonces la serie serd:

1 = (-1)™"(n+3 N
A—=22 ;2( )zn(+4 -

Ejercicio 9 Obtenga con detalle las expresiones de las series de las funciones
stguientes
1) 22, dentro cualquier trayectoria cerrada.

2) cos(z)/(z + 1)2, dentro de circulo de radio 1/2 y centro en cero.

3) cos(z)/(z + 1)%, dentro de un circulo de radio 2 y centro en cero.

4 2z+1

-7, dentro de un circulo de radio 2 y centro en cero.

5) L1 dentro de un circulo de radio 1/2 y centro en cero.
z+z27

6) 423 +z —1

e dentro de un circulo de radio 2 y centro en cero.

7) 42(2? 1_)1 dentro de un circulo de radio 1/2 y centro en cero.



8) 2 z_+2zz2 L donde v es un circulo de radio 1/2 y centro en 1.

En algunas ocaciones conviene realizar algunos cambios a las funciones analiticas

para poder encontrar su serie de Laurent. Por ejemplo, cuando una funcion
analitica se pude descomponer en el producto de dos o méas funciones analiticas
mas simples. En este caso es posible encotrar sus series utilizando la siguiente
proposicién.

Proposicion 10 La serie del producto de dos funciones analiticas converge ha-
cia el producto de sus series para todo los puntos interiores a las dos circunfer-
encias de convergencia.

Dem. 11 Sean
Z anz" Y g Z bp2"

analiticas en una region R. Entonces, como f(z) y g(z) son analiticas en esa
region, su serie de Maclaurin existe en la regidn. Se sigue que f(z)g(z) es
analitica ahi y

f(2)g(2) =202 a2 con

= agbo+ CO = f(O) 0) = aobo
(agbr + arbo)z+ ( g'(0) + f'(0)g(0) = apby + a1by
(agbz 4 arby + azba) 2>+ 511£(0)g”(0) +2f"(a) f'(0) + f"g(0)]

= agbs + a1b1 + asbg, etc.

Polos y Residuos

(Funciones analiticas y Singularidades)

Cuando una funcién compleja no es analitica en un punto determinado, se
dice que la funcién es singular en este punto. Al punto mismo se le llama
singularidad o polo. Formalmente se define:

Definicién 12 Si la funcion compleja f : C — C es analitica en cada punto
de una vecindad abierta de zg, pero no lo es en el punto zg, se dice que zy €s un
punto singular de f o que f es singular en zy.

Veamos un ejemplo de singularidad.

Ejemplo 13 Consideremos la funcion compleja f(z) = 1/z. Su derivada es

/= —1/2%. Esta funcién se puede escribir como
1
z =
1) T + 1y
T .y

—1
I2+y2 I2+y2



por lo que las funciones correspondientes reales u y v son como sigue: u =
x/ (992 + y2), v=—y/ (:c2 + y2). Entonces las condiciones de Cauchy-Riemann
se ven como

ou v zr—y?
% T 0 wer
ou ov 2xy
R TR

Estas condiciones no estdn definidas en el punto z = 0. En consecuencia, la
funcion es analitica para cualquier z # 0, pero no para z = 0, entonces z = 0
es un punto singular de f.

Comentario 14 Todo polinomio en una variable compleja z, P(z) = ag+a1z+
222+ 4 anz™ es una funcién compleja analitica, ya que sus derivadas existen
para toda z € C.

Ejercicio 15 Senale los puntos singulares de las funciones del ejercicio 77.

Ya estamos listos para introducir el teorema maés importante para resolver
integrales complicadas. Como ya conocemos la serie de Laurent de una funcioén,
se pueden entonces conocer los coeficientes de la serie y con esto es posible
conocer los polos y también los residuos, como veremos mas adelante. La idea
es muy simple, los coeficientes de la serie son de hecho integrales de funciones,
pero la serie se puede encontrar por otros métodos. Entonces, conocidos los
coeficientes, podemos igualarlos a las integrales correspondientes. Estos coefi-
cientes son los que se necesita para poder evaluar integrales. Vamos a iniciar
esta seccion con la siguiente definicién.

Definicién 16 Sea f : C— C analitica en todos los puntos de la region R,
excepto en zg € R. Entonces zy se llama punto singular aislado de f en R.

Notacion 17 Otra manera de enunciar esta definicion es diciendo que zo es
un punto singular aislado, si en toda la region alrededor de R., ={z€ R|0 <
|z — 20| < r1}, [ es analitica.

Otra concepto que usaremos mucho en lo que sigue es el concepto de residuo,
que es simplemente el coeficiente principal de la serie de Laurent de una funcion,
formalmente tenemos.

Definicién 18 Sea f : C — C analitica en R con el punto singular aislado zg y

Sea

f(z):Zan(z—Zo)n-i- by + bz + o
n=0

z—20 (22— 20)2

la serie de Laurent de f alrededor de zy. Al coeficiente by de la serie se le llama
restduo.



Comentario 19 Observemos que by tiene la forma

1
=5 [ £
1 A(z)z

T 2mi

donde ~y es cualquier curva cerrada que envuelva solo al punto singular aislado
zo de f, pero mo a otro mds.

Comentario 20 Para calcular los residuos en ocaciones es muy util la formula

by = lim (2 — z0) f (2) (1)

zZ—20
Para comprender mejor estas definiciones, vamos a ver algunos ejemplos.

Ejemplo 21 Sea

cos(z) 1 11+1 1 3. 2] < 0
— = ————+4+ —z— —=2z"+--- para |z
23 23 2z 4! 6! b
El residuo serd by = —1/2. Esto quiere decir que
1 1
_/ cosgz)dz _ 1
2mi ), 2z 2

donde vy es cualquier trayectoria cerrada que rodee a zy = 0.

Ejemplo 22 Vamos a encontrar los residuos de la funcion

5z — 2
f(z) = m7
alrededor de |z| = 2. Dentro de |z| = 2 estdn las dos singularidades aisladas

z =01y z=1. Primero encontremos la serie de Laurent alrededor de z = 0,
pero con |z| < 1. Para esto, simplemente separemos las series

5z — 2 5 2
z(z—1) z—1 z(z-1)

(5_3)211
<5+§)(1+z+z2+~d

2
S -3-32-32%—...
z

Ast, el residuo para 0 < |z| < 1 es K1 = 2. Ahora vamos a buscar la serie
alrededor del otro polo z = 1. Para hacer esto, busquemos una descomposicion



de la funcion de tal forma que podamos expandirla en series alrededor de z = 1.
Podemos hacer

ot (B ()
= (5+;§7)u—4z—n+wz—n2—nq
= 5—az—n+5@—1f+;§3—3+Mz—n—3@—1f+~-
= Zil+2—2@71%+%z—n2f~~

para 0 < |z — 1] < 1, por lo que el residuo es Ko = 3.
Ejercicio 23 Obtenga los residuos de las fuciones del ejercicio 9.

El calculo anterior es genérico en funciones analiticas y es otro de los resul-
tados méas importantes de la variable compleja. Con este resultado ya podemos
demostrar el teorema de los residuos.

Teorema 24 (del Residuo) Sea f : C — C analitica en una regién R, excepto
en un numero finito de puntos singulares aislados, sea v una curva cerrada
que rodea un numero finito de esos puntos. Sean Ki,--- , K, los residuos de f
alrededor de estos puntos. Entonces

/f(z)dz =2mi(Ky + Ko+ --- + K,,)
y

Dem. 25 Tomemos la curva v y la descomponemos en secciones que rodeen a
los polos, como se muestra en la figura 2. Entonces se tiene

/f(z)dz: (z)dz+/ f(z)dz+-- -+ (2)dz = 2mi(K 1+ Ko+ - -+ K,,)

Tn

Ejemplo 26 Vamos a evaluar la integral

/ 52 —2 &
z(z—1)
alrededor de |z| = 2. Como vimos en el ejemplo 24, la serie de Laurent alrededor

de z=0 es 5y 9 5
PFTA L 3 3, 3.2,
2(z—=1) =z

y el residuo par 0 < |z| < 1 es Ky = 2. Para el otro residuo teniamos

oz — 2 3
= 2-2(z—1)+2(z — 1)
z(z—1) zfl+ (z=1+2(z—1)




Figure 2: Trayectoria de integracién utilizada en el teorema del residuo.

para 0 < |z — 1] < 1, por lo que el residuo es Ko = 3. Entonces la integral sera

52— 2
/ 2T g = 2mi(2 + 3) = 107
4 2(z—1)

Para comprobar que esto es cierto, evaluemos la integral directamente

5z — 2
/ / —dz +/
~ (z — 1
O hagamos el desarrollo en series de otra forma alternativa que abarque los dos
polos, por ejemplo, para |z| > 1 podemos hacer

dz = 2mi(2 + 3)

52—2  5z-2 1 — 1
= (5225 —
z(z—1) 22 1-1 (52 )Z Znt2

z n=0

por lo que el residuo aqui es 5, asi que al final, con cualquiera de las formds de
calcular la integral, obtenemos el mismo resultado, como debe ser.

Ejercicio 27 Usando el teorema del residuo, calcular las integrales siguientes

1) [, s

2) |, Btadz

3) f’y 423422 _le

z(22—-1)



Y=
5) 1, ward

6) fy (CZOS(lz))5 dz

7) [, EtLd:

En ocaciones hay funciones que tienen muchos polos en el mismo punto, o
de otra manera, algin polo es multiple, es decir, el polo esta elevado a alguna
potencia. Estos polos multiples reciben un nombre especial.

Definicion 28 Sea f: C — C analitica alrededor de z y sea.

b b
flz)= ——+ +~~~+ JrZanzsz

z—z0 (z2—20)? (z — zp)™

la serie de Laurent de f(z) alrededor de zg, tal que by, # 0 pero by, 41, bmy2--- =
0. Entonces se dice que zy es un polo de orden m. Sim =1, se dice que zg
es un polo simple.

Podemos construir una férmula andloga a la férmula (1) para calcular los
residuos de polos de orden arbitrario. Esta férmula esta dada en la siguiente
proposicién.

Proposicion 29 Sea f : C — C univaluada, tal que, para algun m entero y
positivo

F(z) = (z = 20)"f(2)
es analitica en zg y F(29) # 0. Entonces f(z) tiene un polo de orden m en zg.
El residuo serd F™=1(zq)/(m — 1)!

Dem. 30 Supongamos que f(z) tiene un polo de orden m, por lo que by, # 0,
pero todos 10s by, = 0, con k > 1. Vamos a construir la funcion F(z) =
(z — 20)™f(2), se tiene

F(2) =b1(z —20)" ' 4 ba(z —20)™ 2+ + by + Z an(z — z9)"t™
n=0

Claramente F(zg) = by, # 0. Si tomamos la m—1 derivada de F(z), se obtiene
que
d™1F(2)

dzm—1 = (m - 1)!b1 + Z(n +m— 1)!an(z - ZO)nJrl

n=0

Por lo que by = 1/(m — 1)!F(m—1)(20)

10



Comentario 31 Para calcular los polos de orden m en general es conveniente
utilizar la formula
_ oy \m (m-1)
b i (=20 0)
z—z0 (m—1)!

(2)

Usemos esta férmula en un ejemplo sencillo.
Ejemplo 32 Tomemos

22—-22+3
f=—"5

es claro que esta funcion se puede descomponer como

22—2z+3 3
z—2 22

+z

Entonces esta expresion tiene un residuo K1 = 3 y un polo simple en zy = 2.
Para llegar ol mismo resultado, ahora calculems F(z), obtenemos

F(z=2)=(2-2)f(2)],_o = 22— 922+ 3‘222 =3
como antes.
Ejemplo 33 Encontremos los residuos de la funcion

22

(224 9)(22 4 4)?

f(z) =

Esta funcion tiene 2 polos simples en £3i y dos dobles en +£2¢. Para calcular
los residuos usemos la férmula (1)
22 3

by = li =-=
LT G822+ 42 500

lim 2 = i
—-3i(z — 3i)(22 +4)2 500

Los polos dobles los calculamos usando la formula (2)

lim ((z —2i)*f(z))

z2—21

b =

!

(2 Y W
o\ (22+9)(2+2i) ) 200
andlogamente

!’

lim (= - 207£(2)

- (=)

11



La féormula para obtener el residuo también puede ser usada para otros fines.
Por ejemplo, vamos a usarla para evaluar el limite de la funcién

cosh(z) sinh(z)

g(z) =2 e -2

23

en cero.
Ejemplo 34 Tomemos la serie

f2) = sinh4(z)

z

Su funcidn F(z) correspondiente debe ser

F(z) = 2 sinil4(z)

Sim >4, F(0) =0. Pero sim =3,

FEntonces

2! dz? 2 2 23

ldQ F(z=0) 1 (sinh(z) B 2cosh(z) N 251nh(z))

z=0

Que es justamente 1/2!F"(0) = 1/21lim,_o(sinh(2)/z — g(2)), que es el limite
que buscamos. Para saber cual es su valor, vamos a evaluar la serie de Laurent
de la funcion f(z). Se obtiene

_sinh(z) 1 11 1 1 4

Por lo que sinh (2) /z* tiene un residuo igual a 1/6 y un polo triple en z = 0.
Usando este resultado podemos evaluar la funcion

lF”(O) 1 (sinh(z) B 2cosh(z) N 2sinh(z))

21 2 z 22 23

z=0

Como lim,_,gsinh(z)/z — g(z) = 1/3 y lim,_gsinh(z)/z = 1, se tiene que
lim,_0g(z) =2/3

Como ya habran notado, las singularidades de algiinas funciones tienen la
caracteristica de poder ser eliminadas transfomando la funcién original en otra
que se convierte en analitica. A estas sigularidades se les llama removibles,
porque de hecho se pueden evitar, por ejemplo, multiplicando la funcién por
algun factor, como es el caso de la definiciéon de la funciéon F. Formalmente
estas sigularidades se definen como sigue.

12



Definicién 35 Sea Fy : C — C analitica en una region R, excepto para z =
zo € C. Sea F(z) = Fi(z) para toda z # zo y F(z0) =k, con F : C — C. Si
F(z) es analitica, se dice que zy es una singularidad remowvible o evitable.

Para aclarar esta definicién, veamos algunos ejemplos y ejercicios.

Ejemplo 36 Sea f : C — C analitica en R pero con un polo z = zy de orden
m. Si definimos F = (z— z0)™ f(2), esta nueva funcion es analitica y tiene una
singularidad en z = zg que es remouvible.

Ejemplo 37 Sea

1 1 1
fZ: = —
) z(er —1) z21+§+z3_2!+...

Esta funcion es singular en z =0 y tiene un polo doble. De hecho

1 (1 1 n )
e — — —z .
z(er—1) 22 2
El residuo de f(z) es K1 = f%. Sin embargo, la funcion F = 22 f(2) es analitica
en z =0, por lo que z =0 es un polo remouvible de F.

Ejercicio 38 Encontrar los polos y residuos de las siguientes funciones.
cos(z)
1) (24+1)2

2) 2z+1

2422

3 2

2_2z-1
4) £ Z+52

%) @

6) (Czoi(lz))s

323 — 2245241
7) Bl

Evaluacion de Integrales

Una de las aplicaciones directas de los resultados anteriores es la posibilidad
de desarrollar algunos métodos para evaluar integrales que son muy compli-
cadas. Para explicar estos métodos, lo mas conveniente es dar ejemplos de
como se utilizan éstos. En esta seccion veremos algunos ejemplos de evaluacion
de integrales usando los resultados de variable compleja.

13



0.1 Integrales de la forma

[ i

Ejemplo 39 Vamos a encontrar la integral

/°° de 1 /°° dx
o w241 2/ 2241
Tomemos la funcion f(z) = 22—1+1 , tienen dos polos simples en +i y —i. Sea y

una curva cerrada, pasando por el eje real y haciendo un semicirculo, como en
la figura 3. Se tiene

¥

b

Figure 3: Curva cerrada, pasando por el gje real y haciendo un semicirculo que
contiene al polo simple +i.

14



donde vr es el semicirculo superior. yg es tal que |z| = R y como |22 + 1| >
}z2| —1=R?—1 se tiene

dz |dz| TR Rooo
= — O
L2+l T ) R -1 RP-1

ast que

Ejemplo 40 Fvaluar

/°° x2dx _ 1/00 x%dx
o (@+9)(@?+4)? 2/ (22 +9)(a? +4)?
Consideremos a la funcion

2

(224 9)(22 4 4)?

f(z) =

Como vimos en el ejercicio 35, esta funcion tiene 2 polos sz'mples en £3i y

dos dobles en +2i, cuyos residuos estan dado por Ksz; = 50, K_3 = —g—(’),
Ky = 72136 y K_o9; = 2138 Entonces la integral sobre el contorno se toma como

en el ejemplo anterior, serd

R dz dz
/ CETCET AR (2192 1)

/z2+9 (22 +4)2
3i 134 T
~ 100

omi(K) + K3) = 2mi | o — 0
mi(K1 + Ks) ”2(50 200

Usando los mismos argumentos del ejemplo anterior, se llega a

/ - da _
o (#24+9)(z2 +4)2 200

En general, si f(z) es de la forma



donde p(z) y ¢(z) son ambas analiticas, pero f(z) tiene un polo simple en z = z,
con f(z9) # 0, esto implica que ¢(z0) = 0, pero ¢’'(z20) # 0. Podemos escribir.

fz) = p(20) + ' (20)(z — 20) + p"(20) (2" — 20)? /2! + - - -
q(z0) + ¢ (20)(z — 20) + ¢"(20) (2 — 20)2/2! + - - -

de donde se sigue que

p(z0) + ' (20)(z — z0) + - -
q'(z0) + q"(20)(z — 2z0) /2! + - - -

es analitica. Del polo simple podemos calcular el residuo. Si observamos que

F(z) = (2= 20)f(2) =

Anélogamente, si el polo es doble ¢(z9) = ¢'(z0) = 0 pero ¢"(z0) #0 y

z—20)2f(2))
b= i (EZ2PTE) Ty 0 o) (o) = plao)a” 20)

Ejercicio 41 FEvalien las siguientes integrales

1) [ e = 3

2) [ iy = B
3) ffooo 1126 =
4) [ Bl =

5 1%, e =

win

™

Wl
3

0.2 Integrales de la forma
/OO f(z)exp (izh) dx

Estas integrales son de suma importancia porque son las transformadas de
Fourier de la funcién f(x). Estas se pueden resolver de la siguiente forma

Lema 42 Sea f(x) una funcidn tal que lirf f(x) =0 y h > 0. Entonces la
IT— 00

integral

/ f(z) exp (thx) dx = 2mi | residuos del plano medio superior]

16



Dem. 43 Consideremos la integral a lo largo de la curva v dada en la figura 3.
Claramente

R
/ f(z)exp (ihz)dz = /_R f(z)exp(ihz)dz + / f(z)exp (ihz) dz

Vamos a demostrar que la sequnda integral del lado derecho de la identidad se
anula cuando R — oo. Ahora bien, como hrf f(x) =0, esto implica que para
T—=00

R >> 1 existe siempre un nimero real M > 0 tal que |f(z)| < M. Si hacemos
z = Re" = RJcos (0) +isin (0)], se tiene que para R >> 1

In = < M

(z) exp (thz) dz

TR

/O7T exp (hR[icos (f) — sin (0)]) iRede‘

IN

MR

/07T exp (hR i [cos (0) + 0]) exp (—hRsin (9)) d@‘

La primera es la integral de una funcion periddica y por tanto es finita y positiva,
digamos igual a Iy, entonces podemos escribir

In MR

Iy / exp (—hRsin (0)) df
0

IN

w/2
2MRIO/ exp (—hRsin (0)) do
0

donde hemos usado la simetria de sin(f) entre 0 < 6 < w/2. Pero en este
intervalo, la funcion sin(f) > 26/, entonces podemos escribir:

71'/2 9
I, < 2MRIO/ exp (—2 hR—) do
0 s
e it _ 1
= —-MlI, Wih ij 0 (3)

dado que h >0 y que M — 0 cuando R — oo.

Ejemplo 44 Vamos a evaluar la integral

o T
/ exp (iz )dx
—o0

52 _ g2
Consideremos la integral
12T
/eXp (iz )dz
5 k2 =22

Para T > 0, v es la trayectoria de la figura 4. Se tiene que
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Figure 4: Curva cerrada, pasando por el eje real y haciendo un semicirculo que
contienen los dos polos simples en +k y —k.

/QXIQ) (zzYQ’)dZ _ i/exp (zzT)d27i/exp(zzT)dZ
o 2k ), z2+k 2k ), 22—k

= % [exp (—ikT) — exp (ikT)]

7
= ——sin (kT
© sin (KT)
Para T < 0, tomemos la misma trayectoria pero ahora con el simicirculo hacia

abajo, para que la integral (3) se integre de 0 a —mw /2. Solo que en este caso los
polos quedan fuera de la trayectoria y por tanto la integral se anula, por lo que

> exp (izT) dp — —+sin(kT) para T >0
e k222 T 0 para T <0

Ejemplo 45 Vamos a evaluar la integral

/°° exp (i (zR + yT))da: dy
y — iz, x>

— 00

Podemos llevar a cabo la integracion parte por parte. Primero integremos con
respecto a y. La integral que vamos a resolver se ve entonces como:

/ exp (izR) dx / Mdy

— 00 —0 Y — 20

18



donde zy = izgr?. Observemos que esta integral se puede llevar a cabo usando

una trayectoria como la del ejercicio anterior, donde solo se tiene el polo y = zg.
Ahora bien, si T > 0, la trayectoria cubre el polo zy, pero si T < 0 no lo cubre.
Por lo que se obtiene que

/ exp (izR) dx/ %dy = / exp (ixR — xonT) dx
—00 —00 — <0 —00

para T > 0, y la integral es cero para T < 0. Queda resolver la integral ante-
rior, llamada la integral de Gauss. Para evaluarla, primero completemos el
cuadrado en la exponencial, se obtiene

2 o0 2
o R /4b/ 2" 1
—0o0

donde hemos llamado b = xgT y a z = x — R/2b. Esta integral puede evaluarse
usando el siguiente método. Si llamamos la integral I,, lo que vamos a hacer es

integrar ,/Ig, de la siguiente forma:

I, = B/® /oo ez = e F/A (/Oo —be dm) ’ (/oo e_byzdy) ’
— 00 (o) —00

e e} oo 7b(12+y2)dx dy)

1

2
2

o—R?/4b

— 00

27 %
= R/ < / / Trdrd@)
" El

\/;eXp (4930T) 2T

st T >0, y cero si T < 0. Observese que aqui no utilizamos el teorema del
residuo. Para evaluar la ultima integral, claramente se utilizaron coordenadas
polares.

Encontrar los polos y residuos de las siguientes funciones.

Ejercicio 46 Fuvalien las siguientes integrales

1) [, e s

2) [%, (zQil)SeiTzdl'

3) fix’oo 3> (;;L —;)51+1 szdx

4) foo COS(l‘)reiTxdm

—oo (z—1)°
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0.3 Integrales de la forma

/0 ! F(sin (9) , cos (0))db

Para este tipo de integrales, la transformacién z = €*?, dz = izdf es siempre

muy til, ya que sin (f) = 5 (2 — 27') y cos () = 5 (z — z7!). Este método

es genérico y nosotros lo vamos a mostrar con un ejemplo.

Ejemplo 47 Vamos a evaluar la integral

2 do
I= S 4
A 5 +sin (0) )

efectuando la transfomacion para este timpo de integrales, se obtiene:

7 / dz
T L EGTEG—)

B / 4dz
), 222+ 5iz -2

B / 2dz
(24 20) (2 + 49)

™

w| oo

donde la integracion se hizo a lo largo de la curva v dada por |z| =1, como en
la figura 5.

Ejercicio 48 FEwalien las integrales
1.- 27 (cos(0) sin(6))? dO

2.- fo% cos(6) sin*(6) db

2m do
3.- fo 14+2sin2(0)
27 do
4 fo 3 cos2(0)+2sin(0)

5 f27l' i cos(0)do (2 sin(0)do
7 JO0 (cos2(0)42isin(0) cos(0)—sin2(0)+1)> 0 (cos2(0)+2isin(f) cos(8)—sin2(9)+1)>

GEOMETRIA DEL PLANO COM-
LEJO

En este capitulo veremos brevemente una parte de la geometria del plano
complejo. Nos concentraremos tinicamente a dos aspectos, las transformaciones
conformes y las superficies de Riemann. Vamos a iniciar con las transforma-
ciones conformes.
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Figure 5: Curva cerrada, pasando por el eje real y haciendo un circulo que
contienen al polo simple z = —i/2.

Transformaciones Conformes

Las transformaciones conformes se llevan a cabo para poder simplificar un
problema. Son muy utiles en la solucién de ecuaciones diferenciales, para re-
solver problemads de fisica, quimica, ingenieria y matematicas en general, entre
otros. Su definicién es la siguiente:

Definicion 49 Una transformacion conforme en una region R C C es una
funcion Z : C — C tal que Z es analitica y

A

— #0

dz 7
en R.
Lo interesante de la funciéon Z es que transforma una region del dominio de ella,
en otro region diferente, es decir, a cada punto z = x + iy del plano complejo

(z,y), le asocia otro punto Z = u(z, y)+iv(z,y) del plano complejo (u,v). Para
ver esto, vamos algunos ejemplos.

Ejemplo 50 Traslaciones. El ejmplo mds simple es sin duda una traslacion
conforme. Sea Z(z) = Z(x,y) = z+ 20 = ¢ + 20 + i(y + o). Entonces, un
punto x + 1y en el plano complejo, se ve como otro punto x + xg + z(y + yo) en
el plano conforme, como en la figura 6
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XXy +y )

b X+Hiy

Figure 6: La transformacién conforme Z(z) = z 4 zg, la cual conrresponde a
una traslacion.

A cada punto z = z + iy se le asocia un punto u = xr + g y v = y + yo.
Por ejemplo, una linea en el plano complejo y = mz + b, se transforma en
v —yo = m(u — x9) + b, la cual es una linea paralela a la anterior desplazada,
como en la figura 6

Ejemplo 51 Rotaciones. Otro ejemplo interesante es la rotacion conforme.
Esta estd definida como Z(z) = zzg. Para visualizar la transformacion, es
conveniente escribir ésta en su forma polar. Si z = re’, entonces Z(z) =
rrget0+00)  Eg decir, el punto z = ret? fue trasladado una distancia r — rrg
y rotado de § — 0+ 0y. Vean la figura 7. Por ejemplo, la rotacion zo = e'% de

SN

r/ 9

Figure 7: La transformacién conforme Z(z) = z zg, la cual conrresponde a una
rotacién del punto z.

un circulo £2 +y? = 2z = r? en el plano complejo, deja al circulo invariante, ya
que si lo vemos en la representacion polar, este queda como ZZ = zzgZ%0 = 12.

Ejemplo 52 Inversiones. Tal vez el ejemplo mds interesante sea el de la in-
versién conforme. La inversion esta definida como Z(z) = 1/z y para vi-
sulizarla primero conviene escribir el nmero z en su forma polar z = re®.
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Entonces, la inversion se ve como Z(z) = %e*w, es decir, la inversion lI-
eva al numero z al lado opuesto del plano complejo. Otra forma conveniente
de visualizar una inversion es utilizando su forma Z(x,y) = 1/(x + iy) =

(x —iy)/(x® + y?). De aqui se ve que una inversion nos lleva al complejo
conjugado del nimero, dividio entre el modulo al cuadrado. Vamos a escribir la
forma explicita de la inversion como

z Y
U:7x2+y27 U:—7x2+y2 (5)
De donde podemos escribir
U v

r= —-— y:—i
u2 +v?’ u2 + v?

Por ejemplo, una linea recta que pasa por el origen y = mz, tras una in-
version se veria como esa linea recta pero con la pendiente invertida —
m

A
i / ) J u2 +’U2
es decir v = —mu. Una linea paralela al eje x, y = ¢, se veria como:

U
promwrop
v
—4ul+0?=0
c

que se puede escribir de otra forma como

1
2 L
U +(v+2c)

el cual es un circulo centrado en (0,—1/(2¢)), de radio 1/(2¢). Es decir, una
recta paralela al eje x, bajo una inversion es un circulo. En la figura 8 se puede
ver el circulo u? + (v +1/2)? = 1/4, el cual es la inversion de la recta y = 1.
En general, una recta y = mx + b se veria tras una inversion como:

v=—mu— b(u?+v?)

Esta 4ltima expresion se puede reescribir como

2
1 my\2 14+ m?2
<v+2—b) +(u+2—b) = (6)

para b # 0, el cual es claramente un circulo con centro en —1/(2b)(m, 1) y con
radio /1 + m?/(2b), en el plano (u,v). En la figura 8 se puede ver el circulo
(u+1/2)% + (v +1/2)% = 1/2, el cual es la inversion de la recta y = x + 1.
Concluimos que la inversion de una recta que pasa por el origen es siempre otra
recta con pendiente invertida o un circulo, si la recta mo pasa por el origen.
De la misma manera podemos visualizar un circulo después de una inversion.
Sea el circulo 2z = 2% + y?> = r%, con r constante. Usando las expresiones

anteriores, el circulo se ve como:

2 2
22 + y2 _ u n v 2
(u?+v2)?2  (u?+0?)?2
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y=x+1

=iz

Figure 8: La transformacién conforme Z(z) = 1/z, de la recta y =z + 1, en el
plano (u,v).

de donde se sigue que:

1
u2—|—v2:—2
r

Es decir, se obtiene el mismo circulo, pero con un radio invertido.

Vamos a observar una caracteristica muy interesante de las transformaciones
conformes. Veamos primero el ejemplo 52 de las traslaciones conformes. Al
trasladar una recta del plano (z,y) al plano (u,v), la pendiente de las rectas
no se altera, asi que si dos curvas en el plano (z,y) se cruzan en un punto, el
angulo que forman entre ellas se conservard en el plano (u,v). Esta afirmacién
no es tan evidente en el ejemplo 54 de las inversiones conformes. Sin embargo,
sean dos rectas que se cruzan en el plano (z,y), por ejemplo y = mix + by y
y = maox + by y supongamos que se cruzan en el punto (zg,yo). En este punto
se tiene que:

ba — by
r9 = —
mip — ma
miba — mob
vo = 192 201 (7)
mip — M9

Tomemos la inversion conforme de las rectas como en el ejemplo 54. Con estos
valores, también podemos escribir el punto de cruce (ug,vo) de los circulos
correspondientes en el plano (u,v), usando la férmula (5) y los valores (7). En
el plano (u,v), la pendiente M de la recta tangente en cualquier punto (u,v)
de los ciculos correspondietes a las rectas en (x,y) se obtiene derivando (6), es
decir:

dv u—+ o
e e )
du v+ 5y
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En el punto (ug, vp), el ciirculo 1 tendra una recta tangente con pendiente Mj y
el circulo 2, una recta tangente con pendiente My, dadas por (8), con sus valores
correspondientes de m1, by, ms y ba. Ahora calculemos los angulos que forman
dichas rectas. Lo més simple es calcular la tangente de su diferencia, es decir:

My — M,

tan(92 — 91) = HTIJM_Q (9)

donde 6, es el angulo que forma la recta tangente al circulo 1 en el punto (ug, vo)
con el eje u y 05 es el correspondiente para el circulo 2. Ahora substituimos los
valores de M7 y My en terminos de las contantes de las rectas y (despues de
mucha &lgebra) se obtiene:

mp —ma

tan(fs — 61) = = tan(as — aq)

1+ mqime
donde ahora «; es el angulo que forma la recta 1 con el eje x y as, el que forma
la recta 2. Es decir, de nuevo la diferencia entre los angulos se conserva. En la
figura 8 se puede ver como las rectas y =+ 1y y = 1 se cruzan en (0,1). Los
circulos correspondientes se cruzan en el plano (u,v) en el punto (0,—1). En
este punto las rectas tangentes a cada circulo forman un angulo igual que las
rectas correspondientes en el plano (z,y). Lo que vamos a probar ahora es que
esta propiedad es general en las transformaciones conformes.

Teorema 53 Sean a; y as los angulos de las rectas tangentes a dos curvas C
y Co respectivamente en un punto (xo,yo) donde estas curvas se cruzan. Sean
Z : C — C una transformacion conforme y C1 y Ch las curvas transformadas
bajo Z de C1 y Cs, respectivamente. Sea 61 el angulo con respecto a u de la
curva tangente de C1 en el punto Z(xo,yo) = (uo,vo) y b2 el angulos de la curva
tangente de Ch. Entonces se cumple que

91 — 92 = 1 — Q3
Dem. 54 Por definicion, la transformacion conforme Z cumple con que

%
dz

m ——-
Az—0 Az
z0 Z0

Por supuesto el dngulo ¢ depende de z, pero para un punto fijo zo éste dngulo
es una constante. En su forma polar, para que dos numeros complejos sean
iguales, su modulos y sus argumentos deben coincidir. Entonces, los argumentos
de la ecuacion anterior son:

. AZ .
pmargfim X = dme;
= lim argAZ — lim argAz
Az—0 Az—0
= -«

como se muestra en la figura 9. Supongamos que tenemos las dos curvas, Cy y
Cs en el plano (z,y) y se cruzan en el punto zo = xg + iyo. En el plano (u,v)
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estas curvas son Cy y C4. Para la curva 1 se tiene que ¢ = 01 — a1 y para la
curva 2 ¢ = 0 — aw, de tal forma que:

01— 0y = a1 —

Figure 9: Los argumentos de la transformacién conforme Z, en el limite cuando
Az va a cero.

Un ejemplo muy interesante de una transformacién conforme no lineal es el
siguiente:

Ejemplo 55 Sea Z = 2% una transformacion conforme. Esta transformacion
esta dada por:
uw=x?—y? v=2y

A esta transformacion se le conoce como coordenadas hiporbdlicas, ya que
las lineas u = x% —y? =constante y v = 2wy =constante, forman hipérbolas en el
plano (z,y). Lo interesante del teorema anterior es que como la transformacion
lleva hipérbolas del plano (z,y) a lineas perpendiculares al plano (u,v), como se
ve en la figura 10, las hipérbolas en el plano (x,y) forman un sistema otrogonal
de coordenadas, por eso el nombre de coordenadas hiperbdlicas.

Existen muchos mas ejemplos de este tipo de transformaciones, pero es mejor
que el lector las estudie en forma de ejercicios.

Ejercicio 56 Consideremos las sucesion de transformaciones conformes
1-z1 =2+ %
2.- 29 =C"71

3.- z3 = %
4.- z4 = (bc — ad)zs
5.- z5 = % + 24
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Yy
Z=2
Y v=d, v=d,
u=c,
2xy=d,
2xy=d1 u=cy
X
u
)(2- y2=c2
X2 yi=¢

Figure 10: La transformacién conforme Z = 22, la cual transforma coordenadas
hiperbdlicas en coordenadas castesianas.

Tomen sucesivemente estas transformaciones y encuentren el resultado final
y la condicion para que esta ultima sea una transformacion conforme. Sean
el circulo 22 + (y —1)> = 1 y la recta y = x + 1. Encuentren las curvas
resultantes despues de la quinta transformacon sucesiva de estas dos curvas. A
esta transformacion se le llama la transformacion homogrdfica.

Ejercicio 57 Ezxaminen la transformacion conforme
Z = 2arctan(ia z)

v) y viceversa explicitamente.
=1ydelarectay=z+1

Den sus transformaciones del plano (z,y) al plano (
Encuentren la tranformacion del circulo x® + (y —1
bajo esta transformacion.

u,
)2

Superficies de Riemann

En la seccién anterior vimos como la funcién f : C — C, tal que f(z) = z
transforma puntos de un plano complejo a otro. En su forma polar, esta funcién
también se puede escribir como f(z = re?) = r2e??. En particular, podemos
tomar un circulo en el dominio de la funcién y ver como este se mapea en el
codominio. Claramente, una vuelta en el dominio implicard una doble vuelta
en el circulo del codominio, alrededor de un circulo que tiene el cuadrado del

2
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radio del correspondiente en el dominio. En la seccién 77 vimos que el inverso
de esta funcién en el plano real, no es una funcién porque no es univaluada, es
decir f : R — R, tal que f(z) = /7 tiene dos valores para cada x en el dominio.
En esta seccion veremos de una manera intuitiva como en variable compleja es
posible hacer que este tipo de mapeos se puedan ver como funciones, definiendo
un dominio adecuado llamado superficie de Riemann. En realidad, una su-
perficie de Riemann es una variedad compleja, pero nosotros veremos variedades
hasta la seccién ?7?7. Por ahora lo que haremos es ver la idea funcional de lo que
es una superficie de Riemann. Para hacer esto veremos un par de ejmplos.

Ejemplo 58 Vamos a iniciar con la funcidn (relacion) f : C — C, tal que
f(2) = /z. En su forma polar, esta funcion f(re') = \/77@%‘9 recorre la mitad
de un circulo en el plano (u,v), como se ve en la figura 11. Vamos a identificar

Yy f=E
T T

3]

_/

i

Figure 11: La transformacién conforme Z = /z, recorre solo la mitad del plano
(u,v).

el eje positivo de los reales R con otro eje positivo de la parte real de otro plano
complejo, como se ve en la figura 12, de tal forma que un circulo iniciando en
el punto 0, continia hasta el punto 1 de ese plano, después sigue en el punto 1
del otro plano y sigue hasta el punto 2 de ese plano y de ahi pasa al punto 2 del
primer plano complejo, hasta completar una vuelta en los dos plano. A estos
dos planos juntos se le llama una superficie de Riemannm R, de tal forma que
la funcién R — C, con f(z) = \/z ahora es una funcidn univaluada y biyectiva.

Ejemplo 59 Otro ejemplo similar es la funcidn f : C — C donde f(z) =
213, En este caso dos planos identificados como en el caso anterior no serdn
suficiente. Para esta funcion se necesitan tres planos, como los de la figura 13.
En esta superficie de Riemann iniciamos en el punto 0, continuamos hasta e
punto 1 de este plano y de ahi pasamos al punto 1 del sequndo plano, sequimos
en este plano hasta el punto dos y continuamos en el punto dos del tercer plano
hasta al punto tres, que nos conduce de nuevo al punto 8 del primer plano
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Figure 12: Dos planos complejos (x,y), en donde identificamos sus partes reales
positivas. Esta unién de espacios forma una superficie de Riemann.

complejo. Si el dominio de la funcion f es esta superficie de Riemann R, es
decir, f: R — C, la funcion f(z) = 2'/3 es biyectiva.

AR SRR
AN

N

Figure 13: Lo mismo que en la figura 12, pero ahora con tres planos.

Ejemplo 60 Finalmente vamos a anlizar la funcién In(z). En este caso ten-
emos que In(re?) = In(r)41i6. Esta funcion (relacion) tiene un nimero infinito
de puntos de multivaluacion, ya que todos los wvalores de 0 = 0 + 2kmw, con
k=0,+1,£2,---, corresponden al mismo punto z = re'® = re®ti2k7™  Pgrq
este caso vamos a necesitar una superficie de Riemann con un numero infinito
de planos identificados como en los casos anteriores.
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